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 صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى اشتقاق 

 *رافد فياض حمدي 
  

 1033، تشرين الاول ، 1استلام البحث  

 2012، تشرين الثاني، 6قبول النشر 

 

 الخلاصة :
للوصول إلى صيغة مجموع  rتضمن هذا البحث اشتقاقاً لصيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوة الزوجية 

 rكذلك تضمن اشتقاقاً لصيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوة الفردية  r+2الطبيعية الزوجية  للقوة الزوجية الأعداد 

  r+2للوصول إلى صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية  للقوة الفردية 

. كذلك  Excelرامج المكتبية كبرنامج  وهذهِ الاشتقاقات تتمايز بإمكانية برمجتها على الحاسبة الالكترونية  أو باستعمال الب

وكل من صيغة مجموع الأعداد  rكشف هذا البحث عن وجود علاقة بين صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوة 

 من جهةٍ أخرى. rالطبيعية الفردية للقوة نفسها من جهة وبين صيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوة 

 

 , متسلسل القوى للقوى    الأعداد الطبيعيةمجموع الكلمات المفتاحية : 

 

 : المقدمة

يتطرق هذا البحث إلى طريقة جديدة استطاع الباحث من 

خلالها التوصل لصيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية 

للقوى وذلكك مكن خكلال اشكتقاق يتسكش بالشكمولية و يصكل  

للاستعمال مك  جميك  القكوى و بعكدد محكدد مكن ال طكوات 

ايز بتلاشي نصف الحدود ضمن عمليكة الاشكتقاق كما  يتم

بالإضافة إلى سهولة عمل الاشكتقاق بشككل ألكي باسكت دام 

الحاسكككبة الالكترونيكككة ممكككا جعكككل هكككذا الاشكككتقاق الأسكككهل 

مقارنةً بالطرائق السابقة التي سنشير أليهكا لاحقكاً فكي هكذهِ 

 الفقرة.

 – Johannes Faulhaber    ( 1580تمككن 

إلى صيغ لمجموع الأعداد الطبيعية   من التوصل ( 1635

ولككن الطريقكة تتسكش بالتعقيكد إذ أ     17للقوى ولحد القوة 

اشككتقاقاتها طويلككة وقيككر قابلككة للتعمككيش لقككوى أعلككى و لقككد 

كشكككفذ هكككذهِ الطريقكككة عكككن وجكككود صكككيغ م تلفكككة للقكككوى 

الفردية وأخرى للقوى الزوجيكة وفيمكا يك تي عكرل لتلكك 

 الصيغ 

صة بالقوى الفردية ومن السهولة معرفة وهذهِ الصيغة خا

2 s + 1  عككدد فككردإ و إa j
معككاملات الصككيغة  

 المست رجة من الاشتقاق.

وهكككذهِ الصكككيغة خاصكككة بكككالقوى الزوجيكككة ومكككن السكككهولة 

bعكككدد يوجكككي و إ    s 2معرفكككة  j
معكككاملات الصكككيغة  

 جة من الاشتقاق.المست ر

 

 

مككن ابككري Jakob I Bernoulli [1]  [2]لقككد كككا  

المهتمين بصيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى وهو من 

إذ  ( 1705 – 1654 )فككي سويسككرا   Baselمواليككد 

 استطاع التوصل إلى أفضل صيغة عامة في حينها 

 

 

لمجموع الأعداد الطبيعية للقوى فقد وض  أرقاماً تعكر  

ككا  لهكا الكدور الأساسكي فكي هكذهِ الصكيغة ويرمكز  باسمهِ 

 لتلككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككك الأرقككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككككام 

10إذ أ  jBبكك    B  وبقيككة الأرقككام يمكككن اسككت راجها

 من الصيغة الآتية 







n

j
j

n

j
nBC

0

1
10 

تعتمد 2Bو قيمة  0Bتعتمد على  1Bونلاحظ أ  قيمة  

وهكذا ف   كل قيمة من قيش   1Bو  0Bعلى قيمتي 

jB تعتمد على أرقامBernoulli  التي سبقتها . و عن

طريق تلك الأرقام تش وض  متسلسلة القوى وصيغتها 
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kBإلى القوة و  mإذ تشير ال   
تعني  

 0Bk  أإ عندما

x = 0  ومن الفرق بين المتسلسلتين 

( نحصل على الصيغة  x) مشتقة الصيغة بالنسبة ل  

 الآتية  

  

   

 

نحصل على  nإلى  1من  xعند إدخال المجموع لقيش 

 الصيغة الآتية  

 

 

 

 

 

 Leanhardالسويسكرإ   Bernoulliومن أهالي مدينة 

Euler ( 1707 – 1783 )  [3] [4]  الكككذإ اسكككتطاع

وضكك  صككيغة لمجمككوع الأعككداد الطبيعيككة للقككوى اعتمككاداً 

ويرمز لها بك    Eulerعلى أرقام قد وضعها تدعى ب رقام 

E(m , n)    إذ أm  تعني عدد عناصكر المجموعكة وn  

لمقارنككة الناجحككة بككين كككل عككددين تعنككي عككدد عمليككات ا

متتككاليين داخكككل المجموعكككة ومككن المعلكككوم أ  المجموعكككة 

طريقة للترتيكب   !mيمكن ترتيب عناصرها ب    mبحجش 

و فككي كككل طريقككة سككو  نجككرإ عمليككة مقارنككة بككين كككل 

يوجين متتاليين من عناصر المجموعة فإذا كا  الترتيكب 

و مكن مكش يمككن  متزايداً ف   ذلك يعني إ  المقارنة ناجحكة

ترتيكب   !mمقارنكة ناجحكة فكي   nمعرفة ككش ترتيكب فيكهِ 

وهكذا يعنكي أ  مجمكوع أرقكام  E(m , n )ويرمكز لكه بك  

Euler  لمجموعة بحجشm  فيها 

 k = 0 ,1 , 2 , … , n-1  مكن المقارنكات الناجحكة

مكن   Euler.كما يمكن الحصول علكى أرقكام  !mتساوإ 

خككككككككككككككككككككككككككككككلال الصككككككككككككككككككككككككككككككيغة الآتيككككككككككككككككككككككككككككككة 

: 

 

 

 

 

 

 

 

 Eulerو من هذهِ الصيغة التي تعد المفتاح لصيغة 

 ال اصة بمجموع الأعداد الطبيعية للقوى 

 

 

 

 

 

نستطي  الوصول إلى الصيغة النهائية الآتية لمجموع 

 الأعداد الطبيعية للقوى 

 

 

 

 

 Jamesوضك  الاسككتلندإ  Eulerوعلى قرار صيغة 

Stirling ( 1692 – 1770 ) [5]  صكككككككككيغة أخككككككككككرى

لمجموع الأعداد الطبيعية للقوى تعتمد على أرقكام تعكر  

 من النوع الثاني  Stirlingباسمهِ وتسمى بالتحديد  أرقام 

   S(m , n)ويرمكز  لهكا بك   k – block partitionأو  

عنصككر وتككش تقسككيمها  mفككإذا كانككذ مجموعككة مكونككة مككن 

لطرائكق الممكنكة مجموعكة قيكر خاليكة فك   عكدد ا   nإلى 

. وقكد S(m , n)عنصكر هكي   mمجموعة مكن  nلتكوين 

العلاقككة الآتيككة والتككي كانككذ المفتككاح   Stirlingوضكك  

الأساسككككي لصككككيغة مجمككككوع الأعككككداد الطبيعيككككة للقككككوى 
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),(إذ أ   rkP  عبارة عن تباديكلPermutation r  مكن

k الآتية   و من الصيغة السابقة نحصل على الصيغة 

 

 

 

 

وبقلب الصيغة السابقة نحصل على الصكيغة الآتيكة  إذ أ  

C( r , t)  عبارة عن توافيقCombination t  منr 

 

 

 

 

 

وعند إدخال المجموع على الصيغة السكابقة نحصكل علكى 

 الصيغة الآتية لمجموع الأعداد الطبيعية  للقوى. 

 

 

 

 

 Leopold Kronecker  ( 1823 – 1891 )و أمككا 

استعمل تقنية أخرى اعتماداً على أرقام ت خذ القيش أما  [3]

إذ    Kronecker deltaصككفر أو واحككد وتعككر  ب كك  

وضككك  معكككادلات فكككي طرفهكككا الأيمكككن تلكككك الأرقكككام وفكككي 

وهكو أكبكر  nالطر  الأيسر متسلسلة قوى بدلالة المتغير 

رقش مراد أيجاد مجموع الأعداد الطبيعية للقوى لحد الرقش 

 n وبحككل تلككك المعككادلات سككو  نحصككل علككى معككاملات

 nصيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى وبدلالكة المتغيكر 

ومككككن المعككككرو  انككككهر توجككككد عككككدة طرائككككق لحككككل تلككككك 

المعككادلات. فككي القككرنين التاسكك  عشككر و القككر  العشككرين 

ظهككر العديككد مككن البككاحثين الككذين أسككهموا فككي وضكك  أو 

داد الطبيعيككة للقككوى وضككعوا صككيغاً لحسككاع مجمككوع الأعكك

منها قابل للتطبيكق بطريقكة يدويكة ومنهكا مكا يمككن تطبيقكهر 

 Bernhardباستعمال برنامج على الحاسبة ومن أبريهش 

Riemann ( 1826 – 1866 ) [6]  وAdolf 

Hurwitz ( 1859 – 1919 )  

ويوجككد الكثيككر مككن الأسككماء ويقابلهككا الكثيككر مككن الصككيغ 

لبحككث إلككى صككيغة قابلككة  ولكككن لككش يككتش التوصككل قبككل هككذا

للاشتقاق بطريقة يدوية أو إلية وب طوات محدودة وسكهلة 

 التطبيق كما سنبين في الفقرات الآتية .

يتكككو  البحككث فضككلاً عككن المقدمككة  مككن هككد  البحككث و 

الجانككب النيككرإ مككش التطبيككق وأخيككراً الاسككتنتاجات. لقككد 

توصل الباحث إلى سذ مجامي  من الصيغ منهكا ال كا  

ع الأعكككداد الطبيعيكككة الزوجيكككة للقكككوى الزوجيكككة بمجمكككو

والأخكككرى بمجمكككوع الأعكككداد الطبيعيكككة الزوجيكككة للقكككوى 

الفردية وأخرى خاصة بمجموع الأعداد الطبيعية الفرديكة 

للقوى الفردية وأخرى بمجموع الأعكداد الطبيعيكة الفرديكة 

للقوى الزوجية ومن تلك المجامي  تكش التوصكل إلكى صكيغ 

بيعيكة للقكوى الفرديكة وصكيغ مجمكوع مجموع الأعكداد الط

الأعداد الطبيعية للقوى الزوجية وفي الفقكرة الآتيكة سكو  

نوضكك  العلاقككة بككين تلككك الصككيغ إذ يمكككن التوصككل إلككى 

احكككدهما بدلالكككة الأخكككر ولككككو  اشكككتقاق صكككيغة مجمكككوع 

الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى أسهل من اشتقاق كل من 

لفرديكككة للقككككوى و صكككيغتي مجمكككوع الأعككككداد الطبيعيكككة ا

مجموع الأعداد الطبيعية للقوى لكذلك تكش التركيكز فكي هكذا 

البحككث علككى الاشككتقاق لصككيغة مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة 

الزوجية للقوى وإهمال الاشكتقاقات الأخرى.هنكا لابكد مكن 

الإشارة إلى بعض البكديهيات الأساسكية لهكذا البحكث لأنهكا 

 تعد المنطلق للصيغ الشاملة فيما بعد .

عدد فردإ ( هي  n)    nعدد الأعداد الطبيعية الفردية لحد العدد 
2

1n
 

عدد يوجي ( هي  n)   nعدد الأعداد الطبيعية الزوجية لحد العدد 
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عدد يوجي ( هي  n)   nوع  الأعداد الطبيعية الزوجية لحد العدد مجم
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عدد فردإ ( هي  n)    nمجموع مربعات الأعداد الطبيعية الفردية لحد العدد 
  
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يوجي ( هي  عدد n)   nمجموع مربعات الأعداد الطبيعية الزوجية لحد العدد 
  
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وقككد تككش التوصكككل إلككى صكككيغ مجمككوع الأعكككداد 

الطبيعيككة الزوجيككة أو الفرديككة للقككوى الفرديككة التككي سككو  

فقككك   B=n(n+2)تكككو  متسلسككلة قككوى بدلالككة المتغيككر 

بينما صيغ مجموع الأعكداد الطبيعيكة الزوجيكة أو الفرديكة 

وى بدلالكة للقوى الزوجيكة سكو  تككو  أيضكا متسلسكلة قك

ولكككن كككل حككد مككن حككدود الصككيغة  B=n(n+2)المتغيككر 

مرفككوع للقككوة واحككد وهككذا  A=n+1مضككروع بككالمتغير 

ييهككر فككي الصككيغ للقككوى الزوجيككة  Aيعنككي بككا  المتغيككر 

 في الصيغ للقوى الفردية. Bويتحول إلى المتغير 

 

 الاهداف :
لمجمكوع   Faulhaberمن الم خذ على اشتقاق 

لقكوى الكذإ يعكد نقطكة الانطكلاق لجميك  الأعداد الطبيعية ل

الصيغ الآتية لهر هو صعوبة تعميمهر لجمي  القوى مما دعا 

لوض  صيغ  Stirlingو  Eulerو   Bernoulliكل من 

بدلالة أرقكام وضكعوها لصكيغهش و هكذا ياد الصكيغ تعقيكداً 

لذلك كا  الهكد  مكن هكذا البحكث هكو إيجكاد اشكتقاق قابكل 

و بككال طوات نفسككها إذ يككتش  للاسككتعمال مكك  جميكك  القككوى

تكوين مصفوفة بمعاملات دالكة ذإ الحكدين اعتمكاداً علكى 

مش يتش ضرع تلك المصفوفة بمصفوفة المعكاملات  rالقوة 

عككدد فككردإ أو  rللقككوى الفرديككة الأدنككى إ  كانككذ القككوة 

 rبمصككفوفة المعككاملات للقككوى الزوجيككة الأدنككى إ  كانككذ 

ملاً لجمي  القوى عدد يوجي و بذلك سيصب  الاشتقاق شا

 Bernoulliو نت لص مكن الأرقكام المعكدة مسكبقاً ك رقكام 

ككككذلك سكككو  لكككن نحتكككال إلكككى اسكككتعمال طرائكككق لحكككل 

و تتمكايز صكيغة  Kroneckerالمعادلات كما في طريقكة 

البحكككث ب نهكككا أخكككذت البعكككد الهندسكككي بالحسكككبا   وذلكككك 

ممكا  [7] [8]بترتيب تلك الأعداد ب شكال هندسية مجسمة 

على وض  اشتقاق سهل وقابل للتطبيق يدوياً أو أليا ساعد 

من خلال عمل برنكامج قصكير علكى الحاسكبة الالكترونيكة 

وحتككككى مككككن دو  عمككككل برنككككامج فككككا  الإمكانيككككات  [9]

 Microsoft Officeالمتككوافرة فككي البرنككامج الجككاهز 

Excel تمكننا من عمل الاشتقاق بسهولة 

قكوى وسو  تكو  الاشتقاقات في هكذا البحكث لل

الزوجيككة فقكك  لاسككتطاعتنا التوصككل إلككى صككيغة مجمككوع 

الأعداد الطبيعية الفرديكة للقكوى الفرديكة التكي تككو  أكثكر 

تعقيككداً مككن حيككث الاشككتقاقات مككن خككلال صككيغة مجمككوع 

الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى الفردية و تعد أقكل تعقيكداً 

من حيث الاشتقاقات والفرق بين الصكيغتين وللقكوة نفسكها 

هو إضافة مابذ إلى بس  صيغة مجموع الأعداد الطبيعية 

الزوجيككة للقككوى الفرديككة للحصككول علككى صككيغة مجمككوع 

الأعككداد الطبيعيككة الفرديككة للقككوى الفرديككة ومككن السككهولة 

تحديد قيمة الثابذ وذلك ب خذ المجموع لحد العكدد واحكد ) 

نككاتج عمليككة الجمكك  سككيكو  واحككداً ( أإ هككي عبككارة عككن 

قككيش المعككالش  1ول واحككد. فككي الجككدول رقككش معادلككة بمجهكك

لصيغ مجموع الأعداد الطبيعيكة الزوجيكة للقكوى الفرديكة. 

ومن الممكن التعبير عن صكيغ مجمكوع الأعكداد الطبيعيكة 

هكي القكوة  rالزوجية للقوى الفردية بالصكيغة الآتيكة إذ أ  

 m0و  q = ( r+1 )/2و  nواكبككر عككدد يوجككي هككو 

 )B=nو   rهر بكاختلا  القكوة معامل المقام وت تلكف قيمتك

n+2)   ودائمككاً أشككارةm1  تكككو  موجبككة و أشككارةm2 

 تكو  سالبة وهكذا بالتناوع 

nkqimBmk i
q

i

iq

n

k

r ,...,6,4,2,...,3,2/ 0

2

1

2








 

إمكككا صكككيغ مجمكككوع الأعكككداد الطبيعيكككة الفرديكككة 

للقككوى الزوجيككة فككلا ت تلككف عككن صككيغ مجمككوع الأعككداد 

الطبيعيكككة الزوجيكككة للقكككوى الزوجيكككة أإ الصكككيغة نفسكككها 

ستعمل لإيجاد مجمكوع الأعكداد الطبيعيكة الفرديكة وككذلك تر 

للأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة وللقككوة نفسككها إذ أ  لكككل قككوة 

صيغتها ال اصة .بها كما ذكرنا سابقاً ف   اشتقاقات صيغ 

مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الفرديككة للقككوى الزوجيككة كككذلك 

ة أكثر تعقيداً من اشتقاقات صكيغ مجمكوع الأعكداد الطبيعيك

الزوجية للقوى الزوجية ولذلك سو  نكتفي بالتطرق إلى 

اشككككتقاقات صككككيغ مجمككككوع الأعككككداد الطبيعيككككة الزوجيككككة 

قكيش المعكالش لصكيغ  2ولم تلف القكوى و فكي الجكدول رقكش 

مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة للقككوى الزوجيككة. أمككا 

الصككيغة الآتيككة فهككي لمجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة 

 nهي القوة واكبر عدد يوجي هو  rية إذ أ  للقوى الزوج

معامل المقام وت تلف قيمتكهر بكاختلا   m0و  q = r /2و 

 m1ودائمكاً أشكارة  A=n+1و  B=n( n+2)و   rالقكوة 

تكككو  سككالبة وهكككذا بالتنككاوع  m2تكككو  موجبككة و أشككارة 
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 من خلال الصيغة ال اصة بمجموع الأعداد الطبيعية

الزوجية للقوى يمكن التوصل إلى الصيغة ال اصة 

بمجموع الأعداد الطبيعية ) أإ الأعداد الكلية الفردية و 

 B=n(n+2)الزوجية ( للقوإ و ذلك باستبدال المتغير 

في صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى 

في صيغة مجموع الأعداد  B=n(n+1)الفردية بالمتغير 

لفردية كذلك نضرع جمي  معاملات الطبيعية للقوى ا

صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى الفردية 

 4ونقسش المعاملات على المتوالية الهندسية للأساس  2ب   

للحصول على معاملات صيغة مجموع الأعداد الطبيعية  

2للقوى الفردية أإ 

4
0

1
m

قيمة المعامل الأول من  

مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الفردية  معاملات صيغة

2و 

4
1

2
m

قيمة المعامل الثاني من معاملات صيغة  

2مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الفردية و 

4
2

3
m
قيمة  

المعامل الثالث من معاملات صيغة مجموع الأعداد 

عامل الطبيعية للقوى الفردية وهكذا وصولاً إلى أخر م

 في الصيغة.

كذلك من خلال صيغة مجموع الأعداد الطبيعية 

الزوجية للقوى الزوجية نستطي  الوصول إلى صيغة 

مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الزوجية و ذلك باستبدال 

في صيغة مجموع  A=n+1و    B=n(n+2)المتغيرين 

الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى الزوجية بالمتغيرين 

B=n(n+1)  وA=2n+1   في صيغة مجموع الأعداد

الطبيعية للقوى الزوجية كذلك نقسش جمي  معاملات 

صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى الزوجية 

للحصول على   4على المتوالية الهندسية للأساس 

معاملات صيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الزوجية 

أإ 

4
0

1m
عامل الأول من معاملات صيغة قيمة الم 

مجموع الأعداد الطبيعية للقوى الزوجية  و 

4
1

2m
قيمة  

المعامل الثاني من معاملات صيغة مجموع الأعداد 

الطبيعية للقوى الزوجية  و 

4
2

3m
قيمة المعامل الثالث  

من معاملات صيغة مجموع الأعداد الطبيعية للقوى 

 زوجية  وهكذا وصولاً إلى أخر معامل في الصيغة.ال

 

صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية  1الجدول رقم 

 للقوى الفردية

Calculate sums of power 3 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 3    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t 

Numerat

or Denominator 

m0  8 

m1 1  B^2  

   

Calculate sums of power 5 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 5    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t 

Numerat

or 
Denominator 

m0  12 

m1 1  B^3  

m2 -2  B^2  

   

 

 

 

Calculate sums of power 7 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 7    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t 

Numerat

or 
Denominator 

m0  48 

m1 3  B^4  

m2 -16  B^3  

m3 32  B^2  

   

Calculate sums of power 9 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 9    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficie

nt 

Numerato

r Denominator 

m0  20 

m1 1  B^5  

m2 -10  B^4  

m3 48  B^3  

m4 -96  B^2  

 في الصفحة أللاحقة   1تكملة الجدول رقم 
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صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية  2الجدول رقم 

 للقوى الزوجية

Calculate sums of power 2 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 2  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator Denominator 

m0  6 

m1 1 A*B^1  

   

Calculate sums of power 4 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 4  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator Denominator 

m0  30 

m1 3 A*B^2  

m2 -4 A*B^1  

   

Calculate sums of power 6 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 6  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator Denominator 

m0  42 

m1 3 A*B^3  

m2 -12 A*B^2  

m3 16 A*B^1  

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Calculate sums of power 8 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 8  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator Denominator 

m0  90 

m1 5 A*B^4  

m2 -40 A*B^3  

m3 144 A*B^2  

m4 -192 A*B^1  

 في الصفحة أللاحقة  2تكملة الجدول رقم 
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لطبيعية الزوجية صيغة مجموع الأعداد ا 1الجدول رقم 

 للقوى الفردية

Calculate sums of power 11 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 11    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t Numerator Denominator 

m0  24 

m1 1  B^6  

m2 -16  B^5  

m3 136  B^4  

m4 -640  B^3  

m5 1280  B^2  

   

Calculate sums of power 13 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 13    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t Numerator Denominator 

m0  420 

m1 15  B^7  

m2 -350  B^6  

m3 4592  B^5  

m4 -37760  B^4  

m5 176896  B^3  

m6 -353792  B^2  

   

Calculate sums of power 15 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 15    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t Numerator Denominator 

m0  96 

m1 3  B^8  

m2 -96  B^7  

m3 1792  B^6  

m4 -22528  B^5  

m5 183808  B^4  

m6 -860160  B^3  

m7 1720320  B^2  

   

 

 

 

Calculate sums of power 17 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 17    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t Numerator Denominator 

m0  180 

m1 5  B^9  

m2 -210  B^8  

m3 5280  B^7  

m4 -93760  B^6  

m5 1166592  B^5  

m6                -9500160  B^4  

m7 44445696  B^3  

m8 -88891392  B^2  

   

Calculate sums of power 19 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 19    B = 

n*(n+2) 

   

Coefficien

t Numerator Denominator 

m0  840 

m1 21  B^10  

m2 -1120  B^9  

m3 36456  B^8  

m4 -867072  B^7  

m5 15208704  B^6  

m6 -188747776  B^5  

m7            1536342016  B^4  

m8 -7187169280  B^3  

m9 14374338560  B^2  
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صيغة مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية  2الجدول رقم 

 للقوى الزوجية

Calculate sums of power 10 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 10  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator 

Denominat

or 

m0  66 

m1 3 A*B^5  

m2 -40 A*B^4  

m3 272 A*B^3  

m4 -960 A*B^2  

m5 1280 A*B^1  

   

Calculate sums of power 12 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 12  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator 

Denominat

or 

m0  2730 

m1 105 A*B^6  

m2 -2100 A*B^5  

m3 22960 A*B^4  

m4 -151040 A*B^3  

m5 530688 A*B^2  

m6 -707584 A*B^1  

   

Calculate sums of power 14 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 14  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator 

Denominat

or 

m0  90 

m1 3   A*B^7  

m2 -84 A*B^6  

m3 1344 A*B^5  

m4 -14080 A*B^4  

m5 91904 A*B^3  

m6 -322560 A*B^2  

m7 430080 A*B^1  

   

 

 

Calculate sums of power 16 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 16  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator 

Denominat

or 

m0  510 

m1 15  A* B^8  

m2 -560   A*B^7  

m3 12320 A*B^6  

m4 -187520 A*B^5  

m5 1944320 A*B^4  

m6 -12666880 A*B^3  

m7 44445696 A*B^2  

m8 -59260928 A*B^1  

   

Calculate sums of power 18 of even 

natural numbers 

Coefficient of sums of power 18  A = n+1 

,  B = n*(n+2) 

   

Coeffici

ent Numerator 

Denominat

or 

m0  3990 

m1 105   A* B^9  

m2 -5040  A* B^8  

m3 145824   A*B^7  

m4 -3034752 A*B^6  

m5 45626112 A*B^5  

m6 -471869440 A*B^4  

m7 3072684032 A*B^3  

m8 -10780753920 A*B^2  

m9 14374338560 A*B^1  
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 :الجانب النظري 
تمكككككن الباحككككث مككككن ترجمككككة الأشكككككال الهندسككككية 

المجسمة وال اصة بصيغ مجموع الأعكداد الطبيعيكة 

الفرديككة للقككوى والأشكككال الأخككرى ال اصككة بصككيغ 

مجموع الأعداد الطبيعية الزوجيكة للقكوى إلكى صكيغ 

 شككككككككككاملة تنطبككككككككككق علككككككككككى جميكككككككككك  القككككككككككوى 

 و بحسب الصيغ الآتية:

الأعككداد الطبيعيككة الفرديككة الصكيغة الشككاملة لمجمككوع 

 عدد فردإ هي  nعندما  rللقوة 

  1...,...,5,3,1,...,5,3,114
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الصيغة الشاملة لمجموع الأعكداد الطبيعيكة الزوجيكة 

 عدد يوجي هي  nعندما  rللقوة 

  2...,...,6,4,2,...,6,4,214
2

2
2
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nبطرح 
r

nمن طرفي المعادلة فعند طرح  
r

من  

الطر  الأيمن سو  يطرح من الجزء القريب إلى 

إلى  1علامة المساواة حيث ستتحول الصيغتا  

 على التوالي  4إلى الصيغة  2و  3الصيغة  

  3...,...,5,3,1,...,5,3,114
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  4...,...,6,4,2,...,6,4,214
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كمككا نلاحككظ التشككابه بككين صككيغتي مجمككوع الأعككداد 

عيكككة الطبيعيكككة الفرديكككة مككك  مجمكككوع الأعكككداد الطبي

الزوجية ولككن سكو  نجكرإ الاشكتقاق علكى صكيغة 

مجموع الأعداد  الطبيعية الزوجية فقك  لا  اشكتقاق 

صككيغة مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الفرديككة أصككعب 

علككى  rقلككيلاً. ومككن الملاحككظ اعتمككاد الصككيغة للقككوة 

... الخ  r-4و  r-2الصيغ للقوى السابقة لها أإ القوة 

و  r-2ى الصيغ للقوى فردية ستعتمد عل rفإذا كانذ 

r-4  الخ و من الواض  هي قوى فردية أيضاً أمكا ...

يوجية فسو  تعتمد علكى الصكيغ للقكوى  rأذا كانذ 

r-2  وr-4  . الخ و من المؤككد انهكا قكوى يوجيكة ...

الفرديكككة تتككك لف مكككن  rال اصكككة بكككالقوى  5الصكككيغ 

2

1r
ام معامككل فككي البسكك  فضككلاً عككن معامككل المقكك 

والصكككيغة عبكككارة عكككن متسلسكككلة قكككوى يككككو  فيهكككا 

خلال عمليكة الاشكتقاق لا  بعكد  B=n(n-2)المتغير 

nطرح 
r

 nبكدل  n–2سيصب  المجموع إلى العدد  

أإ سيكو  أكبر عدد طبيعي يدخل عملية الجم  هكو 

n–2  وخارل الاشكتقاق سكيكو  الجمك  لحكد العكددn 

-B=n(nإذ سكيعدل مكن  B وهذا سيؤمر في المتغير

للصكككككيغة  B=n(n+2)خكككككلال الاشكككككتقاق إلكككككى  (2

النهائيكة  التككي نطلكق عليهككا خكارل الاشككتقاق بصككيغة 

مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة للقككوى الفرديككة. 

قككيش المعككاملات ال اصككة بصككيغ  1فككي الجككدول رقككش 

 بمجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى الفردية .
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ال اصة بمجموع الأعداد الطبيعية  6أما الصيغ 

الزوجية للقوى الزوجية فتت لف من 
2

r
معامل في  

البس  فضلاً عن معامل المقام الصيغة عبارة عن 

و  A=n-1متسلسلة قوى يكو  فيها المتغيرا  

B=n(n-2)  خلال عملية الاشتقاق لا  بعد طرح

n
r

أإ  nبدل  n–2سيصب  المجموع إلى العدد  

–nسيكو  أكبر عدد طبيعي يدخل عملية الجم  هو 

وهذا  nوخارل الاشتقاق سيكو  الجم  لحد العدد  2

إذ سيعدلا  من  Bو  Aسيؤمر في المتغيرين 

A=n-1  وB=n(n-2)  خلال الاشتقاق إلى

A=n+1  وB=n(n+2)  على التوالي. للصيغة

النهائية التي نطلق عليها خارل الاشتقاق بصيغة 

مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى 

قيش المعاملات ال اصة  2الزوجية.في الجدول رقش 

بصيغ مجموع الأعداد الطبيعية الزوجية للقوى 

 الزوجية. 
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الطبيعية الزوجية للقكوى الزوجيكة بكدلاً عكن المتغيكر 

n  و للككت لص مككن .n
2

 4فككي الجككزء الأيمككن مككن  

 وكما مبين في العلاقة الآتية: Bو  Aنحولهر بدلالة 
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 8لككش تيهككر فككي الصككيغة  a=k+1مككن الملاحككظ أ  

إلكى  k+1لأنه تش  تعويضها بشكل مباشكر إذ رفعكذ 

 2القوة 
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شككى الحككدود كافككة التككي تحمككل فككردإ و تتلا rعنككدما 

 rيوجي . فعندما تكو  القكوة  rالقوى الفردية عندما 

 7فرديكككة سكككو  تتلاشكككى مكككن الجكككزء الأيسكككر مكككن 

الحكككدود التكككي تحمكككل القكككوى الزوجيكككة بعكككد تحليكككل 

 م  الحد   kوجعلها بدلالة  9الصيغة 
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فهككككو باسككككتبدال  

علككككى  B=n(n+2)بككككالمتغير  B=n(n-2)المتغيككككر 

الزوجيككة فسككو  تتلاشككى  rالتككوالي . أمككا عنككد القككوة 

الحكدود التكي تحمكل القكوى  8من الجزء الأيسكر مكن 

مك    kوجعلها بدلالة  10تحليل الصيغة الفردية بعد 

الحد  
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kA  وهنا سكتكو  صكيغ مجمكوع

الأعداد الطبيعية الزوجية  للقوى الفرديكة خاليكة مكن 

Aو لإتمكام حالكة التلاشكي نحكول  Aالمتغير 
2

إلكى  

B+1  النككككاتج مككككن الجككككزء 
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kA   إذ أ

ع الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة للقككوى صككيغة مجمككو

 Aالزوجية تحوإ المتغير 
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فهككككو باسككككتبدال  

-B=n(nو  A=n+1بككالمتغير  A=n-1المتغيككرين 

 على التوالي . B=n(n+2)المتغير ب (2

 

 :التطبيق 
توجككد عككدة أسككاليب لتحويككل الصككيغ التككي 

ذكرناهككا فككي الجانككب النيككرإ إلككى عمليككات حسككابية 

تؤدإ إلى تحديد قيش المعاملات للصيغتين ال اصتين 

بمجمككوع الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة للقككوى الفرديككة 

( و بمجمككككوع الأعككككداد الطبيعيككككة 5)الصككككيغة رقككككش 

( و تعككد 6وجيككة للقككوى الزوجيككة )الصككيغة رقككش الز

الجككداول مككن ابسكك  الطرائككق إذ تقككل فيهككا العمليككات 

الحسابية مقارنةً بالأسكاليب الأخكرى إلا إ  اسكتعمال 

أكثككر وضككوحاً لككدى  [10] [11]لغككة المصككفوفات 

المت صصين في مجال الرياضيات والمبرمجين م  

ك نقكاط إمكانية ترجمتها بسهولة على الحاسبة. وهنكا

تشكككابه بكككين الصكككيغتين فكككي مواضككك  معينكككة وهنكككاك 

 اختلا  في مواض  أخرى سنبينها في هذهِ الفقرة.

ال طككككوة الأولككككى تبككككدأ بتحديككككد مصككككفوفة 

Fالثوابككذ التككي سككو  نرمككز إليهككا بكك   odd
للقككوى  

وتتك لف مكن  4-الفردية و إ  قيش عناصرها القطرية 

ناصككر فتحمككل القيمككة قطككرين رئيسككين إمككا بقيككة الع

صفر و يكو  حجش المصفوفة الداخلة فكي اسكت رال 

بحجكش  rقيش المعاملات للقكوة    21  rXr  و

مصككفوفة الثوابككذ ال اصككة بككالقوى الزوجيككة التككي 

نرمكككز لهكككا بككك  وتتككك لف مكككن  ملامكككة أقطكككار وا  قكككيش 

علككككى التككككوالي  4-و  8-و  4-عناصككككرها القطريككككة 

ة عبكارة عكن أصكفار يككو  حجكش وبقية قيش المصكفوف

المصفوفة الداخلة في است رال قيش المعاملات للقكوة 

r  بحجكككككككش   2rXr  وفكككككككي الأتكككككككي شككككككككل

 المصفوفتين 
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 Combination  [13]كما تعد مصفوفة التوافيكق 

الأكثككككر أهميككككة فككككي حسككككاع صككككيغ مجمككككوع  [12]

 الأعداد الطبيعية 

 

 

 

صفوفة الداخلة في اشتقاق الزوجية للقوى وتكو  الم
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وفكي الأتكي شككل 

 المصفوفتين.
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لات للقكوة الفرديكة الأدنكى مش نحدد مصكفوفة المعكام

Mونرمككز لهككا بكك   r-2وهككي  odd
وحجمهككا عمككود  

واحككد و 
 

2

3r
صككف وتحتككوإ علككى معككاملات  

صكككيغة مجمكككوع الأعكككداد الطبيعيكككة الزوجيكككة للقكككوة 

و بالطريقككككة نفسككككها نحككككدد مصككككفوفة  r-2الفرديككككة 

نرمكز و r-2المعاملات للقكوة الزوجيكة الأدنكى وهكي 

Mلهككا بكك   even
وحجمهككا عمككود واحككد و 

 
2

2r
 

صكككف وتحتكككوإ علكككى معكككاملات صكككيغة مجمكككوع 

وفككي  r-2الأعكداد الطبيعيككة الزوجيككة للقكوة الزوجيككة 

 الأتي الشكل العام لتلك المصفوفتين.

 

 

عنكككككككككدما نقكككككككككوم بضكككككككككرع المصكككككككككفوفات الككككككككككثلا  

PMCF oddoddoddodd
صكككل علكككى سكككو  نح

Poddالمصككفوفة 
صككف وعمككود واحككد وهككذهِ  r-1حجمهككا 

إلكى عواملهكا الأوليكة  9المصفوفة هي ناتج تحليل الصيغة 
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إلكى عواملهكا  10المصفوفة هي ناتج تحليل الصيغة 

الأولية مكن دو  إدخكال المجمكوع 




2

2

n

k

عليهكا. مكن 

Poddالواضككككك  أ  المصكككككفوفتين 
Pevenو 

همكككككا  

 .rللقوة  نتيجة ال طوة الأولى من اشتقاق الصيغة

ال طككوة الثانيككة وهككي إدخككال 




2

2

n

k

علككى  

للقكككوى الفرديكككة والزوجيكككة علكككى  8و  7الصكككيغتين 

التوالي وتتشابه العمليات الحسكابية فكي هكذهِ ال طكوة 

بككين القككوى الفرديككة والزوجيككة إذ تكككو  إشككارة أول 

Poddعنصككككر فككككي المصككككفوفتين 
Pevenو 

سككككالبة 

m0وبطرحهككا مككن معامككل المقككام 
سككو   r-2للقككوة 

m0نحصككل علككى معامككل المقككام 
مككش ننقككل  rللقككوة  

نصكككككف عناصكككككر المصكككككفوفتين اللتكككككين تحمكككككلا  

فككككي  3التسلسككككلات الفرديككككة ابتككككداءً مككككن التسلسككككل 

Poddالمصككككفوفتين 
Pevenو 

إلككككى أخككككر تسلسككككل 

Qفردإ للعنصكر ونضكعها فكي المصكفوفتين 
odd

و 

Q
even

على التوالي فالعنصر الكذإ يحمكل التسلسكل 

I  فكككي المصكككفوفتينPodd
Pevenو 

(I>3)   سكككو

يككتش وضككعهر فككي الموقكك  
 

2

1I
فككي المصككفوفتين  

Q
odd

Qو 
even

على التوالي و دائماً قيمة العنصكر 

Qالأول تككككككو  واحكككككداً فكككككي المصكككككفوفتين 
odd

و 

Q
even

Qعلماً با  حجش المصفوفة  
odd

هو عمكود 

واحككد و 
 

2

1r
Qصككف وحجككش المصككفوفة  

even
 

هو عمود واحد و 
2

r
صف ويعود السبب في حكذ   

Poddنصككف عناصككر المصككفوفتين 
Pevenو 

إلككى 

حالككة التلاشككي التككي ذكرناهككا فككي الجانككب النيككرإ 

م   7للحدود التي تحمل القوى الزوجية في الصيغة 

الحككد 





2

2

2
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r

kA  وكككذلك تلاشككي الحككدود التككي

مككك  الحكككد  8تحمكككل القكككوى الفرديكككة فكككي الصكككيغة 

 





2

2

2
2

n

k

r

kA  وقكككد توصكككل الباحكككث إلكككى حالكككة

التلاشي خلال عمليات الاشتقاق اليدوإ وتش عكسكها 

 على الاشتقاق الآلي.

مككككش نقككككوم بقسككككمة عناصككككر المصككككفوفتين 

Q
odd

Qو 
even

ابتداءً مكن العنصكر الثكاني والكذإ  

m0نقسمهر على المعامل 
و نقسش العنصكر  r-2للقوة 

m0الثالث على المعامل 
ونقسكش العنصكر  r-4للقكوة 

m0الرابكك  علككى المعامككل 
وصككولاً إلككى  r-6للقككوة 

Qر عنصككر فككي المصككفوفتين أخكك
odd

Qو 
even

إذ  

Qنقوم بقسمة أخر عنصر في المصكفوفة 
odd

علكى 

8المعامكككل 
0
m 3للقكككوة  الفرديكككةr  و نقكككوم

Qبقسككمة أخككر عنصككر فككي المصككفوفة 
even

ى علكك 

6المعامككل 
0
m 2للقككوة  الزوجيككةr  ويمكككن

أجكراء عمليكة القسككمة تلكك باسكتعمال المصككفوفات إذ 

المصكككككفوفة  Inverse نضكككككرع معككككككوس 

Rodd
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Qبالمصكككفوفة 
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Sللحصكككول علكككى  odd

 

SQRوكمككا يكك تي  oddoddodd
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1
و يكككو  حجككش 

Sالمصككككككفوفة الناتجككككككة  odd
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هكككذا للقكككوى الفرديكككة أمكككا للقكككوى الزوجيكككة 

Revenفنضكككرع معككككوس المصكككفوفة 
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-rو  r-4و  r-2القطرية هي معاملات المقكام للقكوى 

 .. الخ وفي الأتي شكل تلك المصفوفتين   6

إلكى العنصكر الثكاني فقك   2+ومن مش نضيف القيمكة 

Sفي المصفوفتين  odd
Sو  even

بحسكب الصكيغتين  

 .8و  7

ت وهكي ضكرع ونجرإ أخر عملية ضرع مصفوفا

Tمصكككككككفوفة المعكككككككاملات  odd
Tو   even

وهمكككككككا  

مصفوفتا  مربعتا  حجمهمكا 
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1 
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 rr
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rr
 علكككى التكككولي بالمصكككفوفةS odd
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وينككتج مككن للقككوى الفرديككة و الزوجيككة علككى التككوالي 

Uعملية الضرع تلك المصكفوفة  odd
و حجكش تلكك  

المصفوفة هو عمود واحكد و 
 

2

1r
صكف أإ أ   

UST oddoddodd
  تحتوإ المصفوفة الناتجة

. و  rعلكككككككى معامكككككككل البسككككككك  للقكككككككوة الفرديكككككككة 

Uالمصفوفة even
و عمكود و حجش تلك المصفوفة هك 

واحكككككككككككككككككككككككككككككككككد و 
2

r
صكككككككككككككككككككككككككككككككككف أإ أ   

UST eveneveneven
  تحتككككككككوإ المصككككككككفوفة

. وفككي  rالناتجككة علككى معامككل البسكك  للقككوة الزوجيككة 

Tالأتكككككي شككككككل مصكككككفوفتي المعكككككاملات   odd
و  

T even
 

 

 

 

ال طكككوة الثالثكككة وهكككي خكككارل الاشكككتقاق إذ بعكككد 

ول علكككى معكككاملات البسككك  فكككي المصكككفوفة الحصككك

U odd
Uو  even

وتككككو  قكككيش المعكككاملات مرتبكككة  

m1مككن المعلمككة الأولككى 
فككي الصككف الأول إلككى  

المعامل الأخيرة فكي الصكف 
 

2

1r
و   

2

r
علكى  

عككض تلككك القككيش عبككارة عككن كسككور التككوالي ولكككن ب

ولتحويلهكا إلكى أعكداد  rational numberعشرية 

صككحيحة نسككت رل المضككاعف المشككترك الأصككغر 

Uونضككككرع جميكككك  معككككاملات المصككككفوفة   odd
 

Uو even
بهذا المضاعف فضلاً عن معامل المقام   

د ذلكك وأحيانا نست رل العامل المشترك الأعيكش بعك

للتقليككل مككن قككيش المعككاملات بقسككمة جميكك  معككاملات 

 البس  ومعامل المقام عليهِ.

 

 

 النتائج والمناقشة :
في هذا البحث تش التوصل لعدة نتائج  منها استعمال 

 nوكليهما بدلالة المتغيكر البسكي   Bو Aالمتغيرين 

أديككا إلككى أيجككاد الاشككتقاق الشككامل لصككيغ مجمككوع 

وجية للقوى التي لش تكن ممكنة الأعداد الطبيعية الز

بصككورة مباشككرة.   nمكك  اسككتعمال المتغيككر البسككي  

مكك  الصكيغ ذات القككوى  Aونلاحكظ ظهككور المتغيكر 

مككك  الصكككيغ ذات  Bإلككى  Aالزوجيككة وتغيكككرهر مكككن 

القكككوى الفرديكككة. لقكككد وجكككد الباحكككث بككك   الاشكككتقاق 

المباشككر لصككيغ مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة للقككوى 

معقككد ويتطلككب عشككرات بصككورة مباشككرة صككعب و

الصكككفحات للصكككيغة الواحكككدة و ذلكككك لا  الأعكككداد 

الطبيعيككة الفرديكككة لهكككا سكككلوك خكككا  ي تلكككف عكككن 

سلوك الأعداد الطبيعية الزوجية ومن الأفضل عكدم 

جمعهما في صيغة واحدة و لكن من خلال ألتوصل 

إلككى العلاقككة المبينككة فككي هككد  البحككث بككين صككيغ 

صككيغ مجمككوع  مجمككوع الأعككداد الطبيعيككة للقككوى و

الأعككداد الطبيعيككة الزوجيككة للقككوى  وهككذهِ الأخيككرة 
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يكو  اشتقاقها أكثكر سكهولة  مقارنكةً بكالأولى. لكذلك 

 تمذ الاستفادة من تلك العلاقة.

و على قرار هذهِ العلاقات يمكن التوسك  

فككي أيجككاد علاقككات بككين الصككيغ للمجمككوع المككزدول 

للأعككككداد الطبيعيككككة الزوجيككككة للقككككوى مكككك  صككككيغ 

موع المزدول للأعداد الطبيعية الفرديكة للقكوى المج

مككك  صكككيغ المجمكككوع المكككزدول للأعكككداد الطبيعيكككة 

للقكوى ككذلك يمككن التوسك  فكي هكذا المجكال لإيجككاد 

اشتقاق شامل لصيغ المجامي  الثلامية والرباعية ... 

 الخ للقوى.
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Abstract : 
 

This paper included derivative method for the even r power sums of even 

integer numbers formula to approach high even (r+2) power sums of even integer 

numbers formula so on we can approach from  derivative odd r power sums of even 

integer numbers formula to high odd (r+2) power sums of even integer numbers 

formula this derivative excellence have ability to used by computer programming 

language or any application like Microsoft Office Excel.  Also this research 

discovered the relationship between r power sums of even integer numbers formula 

and both formulas for same power sums of odd integer numbers formula and for r 

power sums of all integer numbers formula in another way. 

 


