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FFuuzzzzyy  SSuubbssppaacceess  FFoorr  FFuuzzzzyy  ssppaaccee  ooff  OOrrddeerriinnggss  

lluummaa..  NN..  MMoohhaammmmeedd  TTaawwffiiqq**                                                NNaaggaamm..  MM..  NNaammaa****  

 

DDaattee  ooff  aacccceeppttaannccee  2277//22//22000077  

AAbbssttrraacctt  

TThhee  ppuurrppoossee  ooff  tthhiiss  ppaappeerr  iiss  ttoo  ddeeffiinnee  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaacceess  ffoorr  ffuuzzzzyy  ssppaaccee  ooff  oorrddeerriinnggss  

aanndd  wwee  pprroovvee  ssoommee  rreessuullttss  aabboouutt  tthhiiss  ddeeffiinniittiioonn  iinn  wwhhiicchh  iitt  lleeaaddss  ttoo  aa  lloott  ooff  nneeww  rreessuullttss  oonn  

ffuuzzzzyy  ssppaaccee  ooff  oorrddeerriinnggss..  AAllssoo  wwee  ddeeffiinnee  tthhee  ssuumm  aanndd  pprroodduucctt  oovveerr  ssuucchh  ssppaacceess  ssuucchh  tthhaatt::  

IIff  ff  ==  <<  aa11,,……,,aann  >>  aanndd  gg  ==  <<  bb11,,……bbmm>>,,  tthheeiirr  ssuumm  aanndd  pprroodduucctt  aarree    ff  ++  gg  ==  <<  aa11……,,aann,,  bb11,,  ……,,  

bbmm>>  aanndd  ff  ××  gg  ==<<aa11bb11,,……,,aa11bbmm,,……,,  aannbb11,,……,,  aann  bbmm  >>..  ffoorr    aallll  aa11,,……,,aann,,bb11,,……,,bbmm        GG  

IInnttrroodduuccttiioonn  

            LLeett  XX  ==  ((XX,,AA))  ddeennootteedd  aa  ssppaaccee  ooff  

ffuuzzzzyy  oorrddeerriinnggss..  TThhaatt  iiss  AA  iiss  aa  ffuuzzzzyy  

ssuubbggrroouupp  ooff  aabblliiaann  ggrroouupp  GG  ooff  eexxppoonneenntt 

22  ((ii..ee..  xx
22
  ==  11,,    xx    GG))  aanndd  xx  iiss  aa  nnoonn  

eemmppttyy  ffuuzzzzyy  ssuubb  sseett  ooff  tthhee  cchhaarraacctteerr  

ggrroouupp  ((AA))  ==  HHoomm((  AA,,  {{11,,--11}}  ))  

ssaattiissffyyiinngg  ::  

1- XX  iiss  aa  ffuuzzzzyy  cclloosseedd  ssuubbsseett  ooff  ((AA))  

22--    aann  eelleemmeenntt  ee    AA  ssuucchh  tthhaatt                  

((ee))  ==  --11  ,,        XX  

33--  XX┴┴  ==  {{  aa  AA  //  ((aa))  ==  11        XX  }}  ==11  

44--  IIff  ff  aanndd  gg  aarree  ffoorrmmss  oovveerr  AA  aanndd  iiff  xx  

DD((  ff    gg  ))  tthheenn    yy  DD((ff  ))  aanndd  zz  DD((gg))    

        ssuucchh  tthhaatt  xx  DD  <<  yy  ,,  zz  >>  ..  [[11]]  

FFuuzzzzyy  SSuubbssppaacceess  

WWee  aassssuummee  tthhaatt  ((XX,,GG))  iiss  aa  ffiinniittee  

ffuuzzzzyy  ssppaaccee  ooff  oorrddeerriinnggss..    

ffoorr  aa11,,……,,  aamm      XX  wwee  ccaann  ccoonnssiiddeerr  

aallll  lliinneeaarr  ccoommbbiinnaattiioonnss      

((11))  aa  ==  aa
ee11

11……....aamm
eemm

  ,,  ee11……....  eemm    {{00,,11}} 

iinn  χχ((GG))..  wwee  aarree  mmoorree  iinntteerreesstteedd  iinn  

lliinneeaarr  ccoommbbiinnaattiioonnss  wwhhiicchh  aarree  iinn  XX..  

SSiinnccee  aa((--11))  ==11  hhoollddss  ffoorr  aallll  aaXX..  aa  

nneecceessssaarryy  ccoonnddiittiioonn  ffoorr    aa  lliinneeaarr  

ccoommbbiinnaattiioonn  ((11))  ttoo  bbee  iinn  XX  iiss    

ee11  ++……++  eemm  ≡≡  11  ((mmoodd  22))..  

LLeett  aa11,,……,,aamm  bbee  aann  aarrbbiittrraarryy  

eelleemmeennttss  ooff  XX  ,,  aanndd  ddeeffiinnee  YY,,ZZ  bbyy::    

YY  =={{aa    XX  //  aa  iiss  aa  lliinneeaarr  

ccoommbbiinnaattiioonn  ooff  aa11,,……,,  aamm  }},,  

  ZZ==  {{bb    GG  \\  aaii  ((bb))==  11  ffoorr  aallll  ii  ==  

11,,22,,……,,  mm}}..  

TThheenn  YY,,  ZZ  ssaattiissffyy  tthhee  dduuaalliittyy  

ccoonnddiittiioonn..  

((22))  ZZ  ==  YY  ,,  YY  ==  ZZ  ∩∩  XX    

TThhee  ssyysstteemm  ((YY,,  GG\\ZZ))  iiss  rreeffeerrrreedd  ttoo  

aass  tthhee  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaaccee  ooff  ((XX,,GG))  ggeenneerraatteedd  

bbyy  aa11,,……,,  aamm..  MMoorree  ggeenneerraallllyy,,  aa  ssuubbssppaaccee  

ooff  ((XX,,  GG))  iiss  aannyy  ssyysstteemm  ((YY,,GG\\ZZ))  wwhheerree  

YY  XX,,  ZZ    GG  ssaattiissffyy  tthhee  dduuaalliittyy  

ccoonnddiittiioonn  ((22))..  

CCoonnvveerrsseellyy  ssuuppppoossee  wwee  bbeeggiinn  wwiitthh  

bb11,,……,,  bbmm  GG  ,,  lleett  ff  ddeennoottee  tthhee  PPffiisstteerr  

ffoorrmm  <<11,,bb11>>xx  ……xx<<11,,bbmm>>[[22]],,  aanndd  lleett  

XX((bb11,,……,,bbmm))  ddeennoottee  {{aa    XX  \\  aa((bbII))  ==  11  ffoorr  

aallll  II  ==11,,22,,……,,mm}}..  

LLeemmmmaa  11  

LLeett  YY==XX((bb11,,……,,bbmm))  aanndd  ZZ==  DDff  ..  

TThheenn  ZZ  ssaattiissffyy  tthhee  dduuaalliittyy  ccoonnddiittiioonn((22))..  

PPrrooooff  

LLeett  bb    DDff  ,,  aa    XX  ((bb11,,……,,bbmm))  ..  

TThheenn  aaff  ==22
mm

  ==ddiimm  ff,,  ssoo  aa((bb))  ==11..  

TThhuuss  DDff    XX  ((bb11,,……,,bbmm))
--
  aanndd,,  

XX((bb11,,……,,bbmm))    DDff    ∩∩  XX..  SSiinnccee  

bb11,,……..……,,bbmm  DDff,,  iitt  iiss  cclleeaarr  tthhaatt  DDff  ∩∩  

XX  ==  XX((bb11,,……,,bbmm))  ..  NNooww  lleett  bb  GG  

ssaattiissffyy  aa((bb))  ==11  ffoorr  aallll  aa    XX  

((bb11,,……,,bbmm))..  ccoonnssiiddeerr  tthhee  ffoorrmmss  aaff  aanndd  

ff..ff  rreepprreesseennttss  11,,  ssoo  aaff  rreepprreesseennttss  bb..  
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ccoommppaarriinngg  ssiiggnnaattuurreess  aatt  aa    XX,,  wwee  

sseeee  tthhaatt  

aa((bbff))  ==  aa((ff))  ==  

    

tthhuuss  ff  ≡≡  aaff  ,,  ssoo  ff  rreepprreesseennttss  bb  ,,  tthhuuss  XX  

((bb11,,……,,bbmm))    DDff..  

NNoottee    

AA  ffoorrmm  ff  rreepprreesseennttss  χχ    GG  iiff  

tthheerree  eexxiisstt  xx22  ,,  ……..,,  xxnn    GG  ssuucchh  tthhaatt    ff  ≡≡  

<<xx,,  xx22,,……,,  xxnn>>..  DDff  ddeennootteess  tthhee  sseett  ooff  aallll  

eelleemmeennttss  ooff  GG  rreepprreesseenntteedd  bbyy  ff..  [[33]]  

LLeemmmmaa  22    

AA  ffoorrmm  gg  oovveerr  GG  rreepprreesseennttss  χχ    GG  

mmoodduulloo  XX  ((bb11,,……,,bbmm))  iiff  aanndd  oonnllyy  iiff  ff  ××  gg  

rreepprreesseennttss  χχ  mmoodduulloo  XX..  

PPrrooooff  

SSuuppppoossee  gg  ≡≡  hh  mmoodd  XX((bb11,,……,,bbmm))  

wwhheerree  hh  hhaass  χχ  aappppeeaarriinngg  iinn  iittss  ddiiaaggoonnaall  

rreepprreesseennttaattiioonn..  SSiinnccee  ff  hhaass  11  aappppeeaarriinngg  iinn  

iittss  ddiiaaggoonnaall  rreepprreesseennttaattiioonn,,  iitt  ffoolllloowwss  

tthhaatt  χχ  aappppeeaarrss  iinn  tthhee  ddiiaaggoonnaall  

rreepprreesseennttaattiioonn  ooff    ff  ××    hh..  

NNooww  aagg  ==  aahh  hhoollddss  ffoorr  aallll  aa    

XX((bb11,,……,,bbmm))..  aallssoo  aaff  ==  00  hhoollddss,,  ffoorr  aatt                            

aa      XX  ((bb11,,……,,bbmm))..  IItt  ffoolllloowwss  tthhaatt    

AA((ff  ××    gg))  ==  aaffaagg  ==aaffaahh  ==aa((ff  ××    hh))  

hhoollddss  ffoorr  aallll  aa    XX..  

TThhuuss  ff  ××    gg  ≡≡  ff  ××    hh  ((mmoodd  XX))..  tthhuuss    

ff  ××    gg  rreepprreesseennttss  χχ  ((mmoodd  XX))..  

  CCoonnvveerrsseellyy,,  ssuuppppoossee  ff  ××  gg  

rreepprreesseennttss  χχ  ((mmoodd  XX))..  

WWrriittee  gg  ==  <<yy11,,……,,yykk  >>..  TThhuuss  ff  ××    gg  

≡≡  yy11ff++……++yykkff((mmoodd  XX)),,  tthheerree  eexxiisstt                  

ss11,,……,,  sskk    DDff  ssuucchh  tthhaatt  <<yy11ss11,,……,,yykksskk  >>  

rreepprreesseennttss  χχ  ((mmoodd  XX))..  

bbuutt  <<  yy11  ss11,,……,,  yykk  sskk  >>  ≡≡  <<  yy11,,……,,  yykk  

>>  ((mmoodd  XX((bb11,,……,,bbmm))))..    

IItt  ffoolllloowwss  tthhaatt  gg  rreepprreesseennttss  χχ  mmoodd  

XX((bb11,,……,,bbmm))..  

TThheeoorreemm  11  

LLeett  ((YY,,GG\\ZZ))  bbee  aannyy  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaaccee  

ooff  ((XX,,GG))..  tthheenn  ((YY,,GG\\ZZ))  iiss  aallssoo  aa  ffuuzzzzyy  

ssppaaccee  ooff  oorrddeerriinnggss..  

PPrrooooff  

TThheerree  eexxiisstt  bb11,,……,,bbmm  GG  ssuucchh  tthhaatt  

YY==XX((bb11,,……,,bbmm))  ,,  aanndd  bbyy  lleemmmmaa  11,,  ZZ==DDff  

wwhheerree  ff  iiss  tthhee  PPffiisstteerr  ffoorrmm  aassssoocciiaatteedd  ttoo  

bb11,,……,,bbmm      ..  BByy  lleemmmmaa  22,,  ssuuppppoossee  gg,,  hh  aarree  

ffoorrmmss  oovveerr  GG  ssuucchh  tthhaatt  gg++hh  rreepprreesseennttss  χχ  

GG  mmoodduulloo  YY..  tthhuuss,,  bbyy  lleemmmmaa  22  tthhee  

ffoorrmm  ffxx
  
((gg  ++  hh))  ==  ((ff  ××  gg))  ++((ff  ××  hh))  

rreepprreesseennttss  χχ  mmoodduulloo  XX..  

SSiinnccee  tthheerree  eexxiisstt  yy,,zz  rreepprreesseenntteedd  bbyy  

ff  ××  gg  aanndd  ff  ××  hh  rreessppeeccttiivveellyy  ((mmoodd  XX))  

ssuucchh  tthhaatt  <<  yy,,zz>>  rreepprreesseennttss  χχ  ((mmoodd  XX))..  

TThhuuss,,  bbyy  tthhee  lleemmmmaa,,  yy  aanndd  zz  aarree  

rreepprreesseenntteedd  bbyy  gg  aanndd  hh  rreessppeeccttiivveellyy  ((mmoodd  

YY)),,  aanndd  cclleeaarrllyy  <<yy,,zz>>  rreepprreesseennttss  χχ  ((mmoodd  

YY))..  

DDeeffiinniittiioonn    

AAnn  ffuuzzzzyy  oorrddeerriinngg  aa    XX  wwiillll  bbee  

ccaalllleedd  ffuuzzzzyy  AArrcchhiimmeeddiiaann  ((iinn  XX))  iiff  {{aa}}  iiss  

aa  ccoommppoonneenntt  ooff  XX..  

DDeeffiinniittiioonn  

WWee  wwiillll  ssaayy  ttwwoo  ffuuzzzzyy  oorrddeerrss  aa,,  áá  

  XX  aarree  ffuuzzzzyy  ccoonnnneecctteedd  iinn  XX  ddeennootteedd  

bbyy  aa  ~~  áá  iiff  tthheerree  eexxiisstt  ffuuzzzzyy  oorrddeerrss  cc,,  ćć    

XX  {{aa,,  áá}}≠≠  {{cc,,  ćć}}  ssuucchh  tthhaatt  aaáá  ==  ccćć..  

NNootteess::  

11--IIff  YY  iiss  aa  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaaccee  ooff  XX  aanndd  

aa,,áá    YY,,  tthheenn  iitt  iiss  ccoonncceeiivvaabbllee  tthhaatt  aa,,  áá  

ccoouulldd  bbee  ffuuzzzzyy  ccoonnnneecctteedd  iinn  XX  wwiitthhoouutt  

bbeeiinngg  ffuuzzzzyy  ccoonnnneecctteedd  iinn  YY..  

22--LLeett  XX  ==  XX11  UU……UU  XXkk  ddeennoottee  tthhee  

ddeeccoommppoossiittiioonn  ooff  XX  ddeetteerr  mmiinneedd  bbyy  tthhee  

eeqquuiivvaalleennccee  rreellaattiioonn  ~~..  TThhee  ccllaasssseess  XXii  ,,  ii  

==11,,……..,,kk  wwiillll  bbee  rreeffeerrrreedd  ttoo  aass  tthhee  ffuuzzzzyy  

ccoonnnneecctteedd  ccoommppoonneennttss  ooff  XX..  

TThheeoorreemm  22  

SSuuppppoossee  XX11,,……,,XXkk  aarree  tthhee  ffuuzzzzyy  

ccoonnnneecctteedd  ccoommppoonneennttss  ooff  XX..  TThheenn  eeaacchh  

2  mm  if aa    XX  ((bb11,,……,,bbmm))  

0     if aa    XX  ((bb11,,……,,bbmm)) 
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XXII  iiss  aa  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaaccee  ooff  XX  ddiimmeennssiioonn  XX  

==  iensionX
k

1
dim   

PPrrooooff  

LLeett  ZZii  ==XXii    TThheenn  cclleeaarrllyy  XXii  

ggeenneerraatteess  ZZii    ∩∩  XX..  TToo  sshhooww  XXii  iiss  aa  ffuuzzzzyy  

ssuubbssppaaccee  wwee  mmuusstt  sshhooww  tthhaatt  XXii  ==ZZii    ∩∩  

XX..  TThhiiss  iiss  cclleeaarr  bbyy  lleemmmmaa  22..  LLeett  aaiijj  ,,  jj==  

11,,……,,  nnii  bbee  aa  bbaassiiss  ffoorr  eeaacchh  XXii  ,,  ii  ==  11,,……,,kk;;  

wwee  wwiisshh  ttoo  sshhooww  tthhaatt  tthhee  ccoommpplleettee  sseett  

{{aaiijj  \\  ii==  11,,……,,kk;;  jj==11,,……,,nnII  }}  iiss  aa  bbaassiiss  ffoorr  

XX..  IItt  iiss  cclleeaarr  tthhiiss  sseett  ssppaannss  XX..  IIff  tthheessee  

eelleemmeennttss  wweerree  iinnddeeppeennddeenntt  wwee  ccoouulldd  

ffiinndd  aa  rreellaattiioonn..  ∏∏ii,,jj  aaiijj
eeiijj    

==  11,,  eeiijj{{00,,11}}  

WWiitthh  nnoott  aallll  eeiijj    ==  00..  OOff  aallll  ssuucchh  

rreellaattiioonnss  ppiicckk  tthhee  oonnee  wwiitthh  tthhee  mmiinniimmaall  

nnuummbbeerr  ooff  nnoonn--zzeerroo  eeiijj..  BByy  lleemmmmaa  22  eeaacchh  

aaiijj  aappppeeaarriinngg  wwiitthh  aa  nnoonn--zzeerroo  eexxppoonneenntt  iiss  

eeqquuiivvaalleenntt  ttoo  eevveerryy  ootthheerr  ssuucchh  aaiijj..  tthhuuss  

,,aallll  ssuucchh  aaiijj  lliiee  iinn  tthhee  ssaammee  ffuuzzzzyy  

ccoommppoonneenntt..  TThhuuss,,  tthheerree  eexxiissttss  ii  ssuucchh  tthhaatt  

eerrjj  ==  00  ffoorr  rr≠≠  ii..  

TThhuuss  oouurr  aassssuummeedd  rreellaattiioonn  hhaass  tthhee  

ffoorrmm  ∏∏jj  aaiijj
eeiijj  

==11  

TThhiiss  wwoouulldd  ccoonnttrraaddiicctt  tthhee  

iinnddeeppeennddeennccee  ooff  aaii  ,,……..,,aaiinnii..    

RReemmaarrkk..  LLeett  GGii  ==  GG//ZZii  wwhheerree  ZZii  

==XXii  ,,  ii==  11,,……..,,kk..  bbyy  tthhee  aabboovvee  tthheeoorreemm,,  

tthhee  ffuuzzzzyy  iinnjjeeccttiioonn  ooff    GG  iinn  ttoo  GG11  ××    GG22  ××    

……  ××    GGkk..  iiss  aann  ffuuzzzzyy  iissoommoorrpphhiissmm..  IIff  wwee  

iiddeennttiiffyy  GG  wwiitthh  GG11  ××    GG22  ××    ……  ××    GGkk  VViiaa  

tthhiiss  ffuuzzzzyy  iissoommoorrpphhiissmm,,  wwee  sseeee  tthhaatt  ZZii  iiss  

iiddeennttiiffiieedd  wwiitthh  ∏∏jj  ≠≠  ii  GGjj  ffoorr  ii==  11,,……,,kk..  

AAllssoo  XX  iiddeennttiiffiieedd  wwiitthh  UU
kk
  YYii  wwhheerree  YYii  iiss  

oobbttaaiinneedd  ffrroomm  XXII  bbyy  eexxtteennddiinngg  eeaacchh  

eelleemmeenntt  bbyy  tthhee  iiddeennttiittyy  cchhaarraacctteerr  oonn  ΠΠii≠≠jj  

GGjj  TThhuuss,,  tthhee  ssttrruuccttuurree  ooff  ((XX,,GG))  iiss  

ccoommpplleetteellyy  ddeetteerrmmiinneedd  bbyy  tthhee  ssttrruuccttuurree  

ooff  tthhee  ffuuzzzzyy  ssuubbssppaaccee  ((XXii  ,,GGii  )),,  ii  ==  

11,,……..,,kk..  wwee  wwiillll  eexxpprreessss  tthhiiss  bbyy  wwrriittiinngg    

((XX,,GG))  ==  


k

1i

)Gi,Xi( ..  

And will refer to (X,G) as the 

direct sum of the spaces (Xi ,Gi), 1 ≤ i ≤ 

k .  

TThheeoorreemm  33  

LLeett  XX  bbee  aa  ffuuzzzzyy  ccoonnnneecctteedd  ssppaaccee,,  

ddiimmeennssiioonn  XX  ≠≠  11..  TThheenn  tthheerree  eexxiisstt  

    χχ  ((GG))  ,,    ≠≠11  ssuucchh  tthhaatt  XX  ==  XX..  

PPrrooooff  

SSiinnccee  ddiimmeennssiioonn  XX≠≠11  aanndd  XX  iiss  

ffuuzzzzyy  ccoonnnneecctteedd  tthheerree  eexxiissttss  aa11,,  aa22,,    XX,,              

aa11  ≠≠  aa
22
  ,,  aa

11
~~  aa

22
  ..ttaakkee    ==aa

11
aa
22
..  TThheenn  XX


  

hhaass  ddiimmeennssiioonn  ≥≥  33  ..ooff  aallll      χχ  ((GG))  

ssaattiissffyyiinngg    ≠≠11,,  ddiimmeennssiioonn  XX


  ≥≥  XX,,  tthheenn  

..  

TThheerree  eexxiisstt  ((ssiinnccee  XX  iiss  ffuuzzzzyy  

ccoonnnneecctteedd))  eelleemmeennttss  aa11aa22    XX,,  aa11    XX,,  aa22  

  XX


  ,,  aa
11
~~  aa

22  
..  LLeett  ββ  ==  aa

11
  aa

22
  TThheenn  aa

11
  

XX


∩∩  XX  ββ    ssoo  bbyy  [[  44,,  LLeemmmmaa  44..66  ]]  ,,  tthheerree    

eexxiissttss          ≠≠11,,
  
    XX((GG))  ssuucchh  tthhaatt  XX


  

XX

,,..XXββ  

  XX

,,  SSiinnccee  aa22  XXββ  

  XX  
  iitt  

ffoolllloowwss  tthhaatt  XX  
  CCoonnttaaiinnss  XX  

  PPrrooppeerrllyy..  

TThhiiss  iiss    CCoonnttrraaddiiccttiioonn  aanndd  XX  
  ==  

XX..  

Now let T denote the set of all 

X (G) such that  X=X. T is clearly  

fuzzy subgroup of X(G) , and will be 

referred to as the translation group of X. 

Since we are assuming X is fuzzy 

Connected, we have , by the above 

theorem, that T≠1 . if dimension X≠1. let 

G= T and let X denote the set of all 

restriction \G , X. 

TThheeoorreemm  44  

Let X be a fuzzy connected space 

and define X,G as above , then (X,G) is 

a fuzzy space of orderings. 

PPrrooooff  

It is clear that -1G11 X and that is 

a fuzzy subset of x( G11) satisfying by 

definition of fuzzy space of orderings, 

and by Lemma 4.9 , in [5] , let f,g be 

forms over G11 such that f + g represents 

XG11 (mod X 11) . We may assume 



Um-Salama Science Journal                                                     Vol.4(1)2007 
 

317 

neither f nor g is isotropic ( mod X) . 

There exist y,z G represented by f,g 

respectively (mod X) such that <y,z> 

represents x (mod X) . By the lemma 2, 

2 , in  [6] , it follows that y, z G11 and 

that f, g, in fact , represent y, z 

respectively mod X11. Also it is clear that 

<y,z> represents x(mod X11 ) . 
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 الخلاصة:

الغرض من البحث هو تعريف الفضاءات الجزئية الضبابية من الفضاءات الضبابية الترتيب وبرهان بعض 
  ب .خواص الفضاءات الجزئية وقد تم التوصل إلى بعض النتائج الجديدة حول الفضاءات الضبابية الترتي


